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Recibido 21 de abril de 2016; Aceptado 12 de julio de 2016

Resumen
En este trabajo se presenta un algoritmo de tipo control no lineal proporcional-integral (PI) para estabilizar la dinámica
de un sistema biológico fotosintético. Además se presenta el modelo matemático del fotobioreactor considerando las
incertidumbres de modelado. Dada la fuerte sensibilidad de los parámetros de este tipo de sistemas, el control es una tarea
difı́cil. En este manuscrito se presenta una forma de plantear un problema de seguimiento de trayectoria óptima mediante
una ley de control robusta en presencia de distorsiones paramétricas y se extiende este análisis a un fotobioreactor con
una cinética de crecimiento de tipo Monod. Se obtiene un nuevo método de sintonización de control PI para sistemas con
ciertas propiedades analı́ticas como las mostradas por los fotobioreactores, para poder alcanzar estabilidad última acotada
y poder calcular una bola de convergencia finita. Lo anterior se prueba mediante funciones de convergencia de Lyapunov,
con las cuales se obtienen las condiciones de diseño y posteriormente se valida mediante un estudio numérico extraı́do de la
experimentación de un cultivo de Spirulina maxima en un fotobioreactor continuo para el tratamiento de aguas residuales.
Palabras clave: control de fotobioreactores, microalgas, robustez, incertidumbre.

Abstract
This paper presents a robust-PI control applied to a photosynthetic biological system with unknown disturbances presented
in its modeling. It is well known that the control of biological process presents several difficulties due to the sensitivity
of the biological system parameters, making the control task an interesting problem to solve. An optimal tracking control
strategy together with a robust control is proposed to solve the aforementioned problem. The presence of unknown elements
and input disturbance were also considered on the control design. In order to prove stability results, Lyapunov techniques
were utilized. A new control tuning strategy for systems with stable properties was developed. This control strategy
was validated through an experiment using a culture of Spirulina maxima in a continuous photobioreactor for wastewater
treatment.
Keywords: photobioreactor control, microalgae, robustness, disturbance.

1 Introducción

Dada la alta tasa de crecimiento de los seres
humanos se necesita incrementar de manera inmediata
la calidad y cantidad de productos de origen
biológico tales como alimentos, medicinas y productos
biodegradables; ası́ como aumentar la calidad de vida,
incluso de encontrar formas de compensar el creciente
deterioro ambiental (Travieso y col., 2004; Domı́nguez
y col., 2009; Ruiz-Leza, 2007). En los últimos años

se ha estudiado de manera ardua a las microalgas.
Este tipo de microorganismos presentan excelentes
propiedades fisicoquı́micas, lo que les permite ser
una excelente fuente de alimento. Asimismo, son
utilizados para la obtención de metabolitos con usos
en la industria farmacéutica. Las microalgas se
presentan como una fuente potencial de compuestos
bioactivos para ser utilizado en la industria alimentaria
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generando alimentos funcionales. El desarrollo y
búsqueda de alimentos funcionales, como método
para mejorar y mantener la salud representa un campo
de la investigación muy explorado en años recientes.
Lı́pidos, proteı́nas, polisacáridos, compuestos
fenólicos, carotenoides, entre otros bioproductos
proveniente de microalgas pueden ser utilizados como
fuente de ingredientes para productos funcionales,
sin embargo, la inestabilidad quı́mica de muchos
de ellos puede comprometer su acción. (Ramı́rez-
Merida y col., 2015). Las microalgas, pertenecen
a un grupo prometedor de microorganismos que
merecen una atención considerable en vista de la
amplia gama de procesos biotecnológicos en los
cuales podrı́an estar involucrados. También tienen una
importante aplicación en la bioremediación de aguas
residuales, dado que los desperdicios agroindustriales
y domésticos constituyen uno de los problemas más
graves a resolver, debido a que miles de industrias
vierten sus residuos a cuerpos de agua subterráneos,
rı́os y lagos (Pauw N. y col., 1994 y Notie. J. y col.,
1994). Un caso tı́pico de esto es el famoso “Rio de
los Remedios” ubicado en el municipio de Ecatepec,
Estado de México, México, el cual atraviesa alrededor
de 60 km de zona urbana, lo que intensifica la gravedad
del problema, ya que estos residuos, además de
contaminar el rio, generan malos olores, provocando
enfermedades de tipo respiratorio y gastrointestinal
entre 1os habitantes que viven alrededor del rı́o
(Domı́nguez y col., 2009). La contaminación
del ambiente con materiales tóxicos surge como
resultado de actividades humanas, principalmente
industriales, sin embargo, fuentes como la agricultura
y la eliminación de residuos también contribuyen
a dicho problema (Cañizaresy col., 2004). La
incorporación de microalgas en sistemas productivos
de industrias de alimentos proporciona algunas
ventajas ya que el carácter natural, fácil cultivo, su
rápido crecimiento (para muchas de las especies) y
la posibilidad de controlar la producción de algunos
compuestos bioactivos mediante la manipulación de
las condiciones de cultivo, hace que las microalgas
puedan ser consideradas como auténticos reactores
naturales, en algunos casos, una buena alternativa a
la sı́ntesis quı́mica de ciertos compuestos, (Ramı́rez-
Merida y col., 2015).

Por otro lado la microalga Spirulina maxima
es una cianobacteria filamentosa no diferenciada,
habitante de lagos alcalinos que se cultiva para
consumo humano debido a su contenido nutricional
(Notie y col., 1994; Domı́nguez y col., 2009).
En los últimos años se le han atribuido diversos

efectos positivos en el tratamiento de algunos tipos
de alergias, anemia, cáncer, enfermedades virales y
cardiovasculares. Muchas de sus propiedades son
consecuencia de pigmentos como las ficobiliproteı́nas
y los carotinoides, ası́ como de otros compuestos como
polisacáridos, ácidos grasos (destacando el ácido gama
linoleico), proteı́nas vitaminas y minerales. Las
propiedades y aplicaciones de este organismo hacen
de él un alimento promotor de la salud o nutraceútico
(Raposo y col., 2013). El cultivo intensivo de
microalgas ha sido posible en gran medida debido al
desarrollo de nuevos diseños de fotobioreactores. El
control de las variables que limitan su productividad,
como la intensidad de luz, fotoperiodos, el pH del
sistema, la concentración de nutrientes, entre otros,
han permitido incrementar la densidad celular en los
sistemas autótrofos en los sistemas de producción
industrial (Oswald, 2001).

Por lo anterior, el cultivo y control de este tipo
de organismos en diferentes tipos de bioreactores ha
sido un reto cientı́fico e industrial. Se sabe que
el uso de éstos, muchas veces es desarrollado al
aire libre, debido a que los bioreactores abiertos,
como es el caso de cultivo de microalgas, son
mayoritariamente utilizados en el tratamiento de aguas
residuales (Oswald, 2001; Pauw y col., 1994). La
operación de éstos no es una tarea fácil, ya que la
simple dinámica microbiana tiene un comportamiento
altamente no lineal. Otra dificultad es la falta de
robustez en el ambiente de trabajo de aguas residuales,
es decir, la constante interferencia de perturbaciones
debidas a diferentes razones tales como: distribución
no uniforme de los contaminantes y sustratos, los
gradientes de temperatura, y la mala distribución de
la luz para el caso de los procesos fotosintéticos de
bioremediación. Los fotobioreactores de vidrio no son
la respuesta ni la salida para aumentar la producción
de biomasa microalgal. Sin embargo el diseño de
nuevos sistemas, ası́ como mejoras en la geometrı́a del
fotobiorreactor si permite dar una salida a la mejora de
productividad celular, (Ramirez-Mérida, 2015).

Desde el punto de vista de la teorı́a de control,
el cultivo fotosintético de microalgas es un problema
muy fuerte a resolver (Bernard, 2011). Por más
de 10 años se ha estudiado el control de sistemas
biológicos de manera muy intensa, se han propuesto
controladores del tipo linealizantes, predictivos,
adaptables, neuronales y óptimos (Bulsari y col., 1995;
Batin y col., 1990; Latrillee y col., 1994). Muchos
de estos tipos de control son difı́ciles de llevar a cabo
en un proceso tiempo real debido a su complicada
estructura y al poder computacional requerido (Lee. y
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col., 1999; Johnson y col., 1987; Hussain y col., 1999).
En el caso de los sistemas adaptables se necesitan
cumplir condiciones de excitación persistente, la cual
en sistemas biológicos no siempre es posible alcanzar
(Batin y col., 1990). El control óptimo y linealizante
plantea el hecho de que se conoce por completo
el modelo matemático del sistema, lo cual es muy
difı́cil de obtener para el caso de sistemas biológicos
autótrofos (Domı́nguez y col., 2009).

En este artı́culo se plantea el diseño de un control
no lineal integral, del cual se sabe presenta excelentes
resultados en la regulación y seguimiento de sistemas
no lineales con dinámica lenta, como lo son los
sistemas biológicos o quı́micos (Aguilar y col., 2004;
Alvares y col., 1986; Álvarez-Ramı́rez y col., 2000;
Aguilar y col., 2001; Schaum y col., 2012). Se sabe
que los controladores de tipo PI han dado excelentes
resultados en cumplir el objetivo de mantener estable
un proceso quı́mico o bioquı́mico, no obstante el
problema radica en una buena sintonización del
mismo. En este trabajo se plantea el problema desde
la teorı́a de estabilidad, donde a través de un análisis
teórico se obtiene una nueva forma de sintonización de
un control robusto para el seguimiento de trayectoria
en un fotobioreactor con incertidumbre, donde se
obtienen condiciones de cota última de estabilidad.
Se plantea una aplicación numérica con una ley de
control PI no lineal, como la mostrada en (Alvares y
col., 1986; Álvarez y col.,1990; Sánchez, y col., 1989).
Dicha aplicación será efectuada sobre un modelo de
un fotobioreactor isotérmico continuo, que tiene como
sustrato una planta de tratamiento de aguas residuales.

2 Descripción de la planta y
planteamiento del problema

El modelado de sistemas es uno de los problemas
más estudiados por la ciencia en la actualidad, ya
que los modelos son abstracciones de la realidad, con
los cuales los seres humanos interpretamos de una
manera no completa la realidad. Un bioreactor es un
sistema regulado biológicamente, activo y en donde se
llevan a cabo complicados procesos bioquı́micos, en
los cuales se involucran organismos vivos presentes a
largo de todo el proceso. Una manera adecuada para
generar un modelo biológico global y no estructurado
es realizar un balance global de materia, es decir
la acumulación de materia es igual a la generación
de la misma sustraı́da del consumo de energı́a en el
proceso de crecimiento celular. Tomando en cuenta los
cambios incrementales de biomasa x1(t) y del sustrato
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Figura 1. Bioreactor en presencia de intensidad luminosa 158 Fig. 1. Bioreactor en presencia de intensidad

luminosa.

(alimento o fuente de energı́a para la población celular
a cultivar) x2(t). La razón de crecimiento está
caracterizada por el término µ(x2, I), éste suele estar
en función de la concentración de sustrato y de la
cantidad de luz provista al sistema, esta última para
el caso especı́fico de un fotobioreactor. La razón
de crecimiento estará en función de la cantidad de
sustrato disponible en el proceso, lo cual nos lleva al
famoso modelo matemático de Maltus, pero cuando
la cantidad de sustrato es variable y a su vez esta
depende de más de una variable el modelo usualmente
más socorrido es el modelo matemático de Monod,
ya que este representa de una manera más simple
en la representación de la dinámica de crecimiento
biológico. Dicho modelo es descrito por la siguiente
forma:

ẋ = µ(I(x), s)x− u(t)x

ṡ = −
1
a3
µ(I(x), s)x− u(t)(s− a4)

İ = κ(x, I0)

µ(I(x), s) =
a1(I(x))s

a2(I(x)) + s

(1)

Donde a1(I) es el parámetro de crecimiento
exponencial máximo el cual está en función de
las condiciones de luminosidad y diseño del
fotobioreactor. Este parámetro variable está en
función directa de la intensidad luminosa promedio
(ver: Bernard, 2011) y se presenta unidades h−1;
a2 es la constante de saturación de Monod como
mg/Lm; a3 es la constante de digestión metabólica
del microorganismo; a4 representa la concentración
de sustrato en la entrada de alimentación del
fotobioreactor en fase continua (Monod, 1950).
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La dinámica de la variable I(t) representada
solución de İ = κ(x, I0) denota la dinámica variable
intensidad luminosa (lux) es un parámetro fuertemente
perturbable, razón por la cual se propone en este
trabajo utilizar la tasa de dilución u(t) como variable
directa de control y compensar las distorsiones
dinámicas debidas al cambio de I(x) dentro del lazo
de cerrado de u(t) y ver a la variable de intensidad
luminosa como una distorsión al sistema.

Por otro lado para objetivos del diseño del control
robusto se propone la hipótesis en la cual se supone
una relación proporcional entre la tasa de crecimiento
exponencial máxima y la constante de saturación
con la intensidad luminosa promedio, esto con el
objetivo de diseñar un control robusto en base a
la tasa de dilución y de esta forma poder rechazar
las perturbaciones sobre el sistema representadas
totalmente en el cambio paramétrica del sistema:

a1 = a1,nom + d1 (t, I) y a2 = a2,nom + d2 (t, I) .

Donde di(t) son cambios paramétricos en el tiempo en
base a las perturbaciones lumı́nicas sobre el sistema y
las ai,nom son parámetros constantes en base al modelo
matemático extraı́do de resultados experimentales
bajo condiciones controladas de luminosidad, pH,
temperatura y presión. Cabe señalar que para este tipo
de modelos matemáticos es fácil ver que cualquier tipo
de perturbación sobre los parámetros denotarı́a una
perturbación dinámica en base a un producto de x(t)
razón por la cual esta puede ser factoriazada con la tasa
de dilución u(t). Para una función f (a, I(t)) acotada
desconocida el fotobioreactor representado sobre la
Ec. (1), denotando ası́ la relación entre distorsiones
paramétricas y distorsiones sobre la entrada, las cuales
tienen exactamente las mismas propiedades para este
tipo de sistemas no lineales:

ẋ = (u(t) + f (ai, I(t)))x + µ(I(x), s)

En base a lo planteado anteriormente puede ser
representado de la siguiente forma reducida:

ẋ =
a1,nomsx
a2,nom + s

− u(t)x + δ(t, I)

ṡ = −
1
a3

a1,nomsx
a2,nom + s

− u(t)(s− a4) + δ(t, I)

δ(t, I) = f (a, I(t))x

Es claro que el modelo se apoya en la hipótesis de
que existe una relación lineal entre el crecimiento
exponencial de la biomasa y el consumo de sustrato.

Tabla 1. Parámetros de Monod del Cultivo de
Spirulina maxima (Domı́nguez y col, 2009)

Nominal 1 2

µmax (a1 : h−1) 0.027 0.023 0.029
Ks(a2: mg/L) 25 9.82 32.5

Un fotobioreactor en fase continua impone incluir las
cantidades asociadas al flujo de entrada y salida la
cual es llamada razón de dilución, la cual tiene que
ser óptima para poder garantizar una producción ideal.
Esta última ha sido estudiada de manera amplia en la
literatura, se ha encontrado una relación matemática
para optimizar la concentración de biomasa a través
de dicha razón de dilución.

Para el caso de un modelo matemático que
represente un proceso fotosintético, dicha sensibilidad
paramétrica se verá reflejada en función de la
intensidad luminosa como se ha mencionado
anteriormente, todo esto observarse en un incremento
de ecuaciones diferenciales y parámetros, como el
mostrado en donde fue posible obtener un modelo
matemático de un proceso fotosintético; cabe señalar
que controlar dicho modelo desde un punto de vista
analı́tico, es una fuerte tarea dada su gran complejidad.

En estudios anteriores se ha podido demostrar
dicha alta sensibilidad paramétrica en el cultivo de
microorganismos como los mostrados en la Tabla
1 donde para prácticamente el mismo proceso, el
conjunto de parámetros de Monod fue relativamente
grande, lo cual puede sumar fuertes problemas en un
diseño de un control de estados en dicho sistema.
Razón por la cual utilizaremos dichos datos obtenidos
de la literatura para probar, en la sección de simulación
y diseño del control, para un fotobioreactor en el
cultivo de microalga Spirulina maxima.

3 Resultados principales
Dada la problemática expuesta anteriormente, se debe
diseñar ası́ un control no lineal robusto a cambios o
distorsiones sobre el sistema. Sea el siguiente sistema
dinámico no lineal perturbado:

ẋp = f (xp) + g(xp)up + δ(t, xp)
yp = Cxp

(2)

Donde las funciones
∥∥∥ f (xp)

∥∥∥ 6 fmax y ‖g(x)‖ 6
gmax fmax,gmax > 0 son funciones acotadas. La
función δ(t, xp) es una distorsión debida al mal
conocimiento del sistema y es una perturbación
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presente en la entrada. Muchas veces se requiere
que un sistema mantenga un comportamiento idóneo
a lo largo del tiempo, es decir que el sistema tenga
el comportamiento óptimo y libre de distorsiones.
Esto también se puede ver como un problema de
seguimiento de trayectoria, con otras palabras el
problema de diseñar una ley robusta de control para
que nuestro sistema mantenga un comportamiento
idóneo a lo largo del tiempo, y ası́ poder mantener en
cada instante la dinámica de otro sistema ideal, aún en
presencia de perturbaciones como las mostradas en la
Ec. (2). Por lo que se propone la siguiente planta de
seguimiento:

ẋ = f (x) + g(x)u
y = Cx

(3)

Para poder diseñar una ley de control para esta
clase de sistemas no lineales, en particular los
procesos quı́micos y biológicos que compartan
algunas propiedades dinámicas a priori, se requerirá
que éstos cumplan algunas suposiciones:
Suposición básica 1

a. La función de tipo g(x) de las ecs. (3) y (2) es
una función acotada tal que: ∀t > T : g(xp(t)) =

gp,g(x(t)) = g.

b. Existe un número positivo q tal que: gp − g =

q ∈ R. Donde gp y g son los valores máximos
de dichas funciones, ver ejemplo ilustrativo en
figura siguiente.

c. Existe una función v(x) tal que g(x) : g(xi) =

gi − v(xi).

La suposición 1 no es muy estricta para el caso de
sistemas en los cuales se tiene un tipo de estabilidad
marginal, como es el caso de los sistemas biológicos
o quı́micos, ya que éstos presentan cierta estabilidad
marginal natural, y lo único que se requiere es llevar
al sistema a otro punto de operación, como es el caso
tratado en este trabajo.
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 242 
Suposición básica 1  243 

a. La función de tipo $g(x)$  de las ecs. (3) y (2) es una función acotada tal que: 244 

: ( ( )) , ( ( )) .p pt T g x t g g x t g∀ > = =  245 

b. Existe un número positivo q tal que: pg g q R− = ∈ . Donde $g_p$ y $g$ son los 246 

valores máximos  de  dichas  funciones,  ver ejemplo ilustrativo en figura siguiente. 247 

c. Existe una función $v(x)$ tal que $g(x): g(x_i)=g_i-v(x_i)$. 248 

 249 

Figura 2. Función acotada a lo largo del tiempo 250 

      La suposición 1 no es muy estricta para el caso de sistemas en los cuales se tiene un tipo 251 
de estabilidad marginal, como es el caso de los sistemas biológicos o químicos, ya que  252 

Fig. 2. Función acotada a lo largo del tiempo.

Suposición básica 2
La distorsión es una función acotada∥∥∥δ(t, xp, Idis)

∥∥∥ 6 d y puede ser extendida a
lo largo de Rn además es Lipschitz tal que∥∥∥δ(t, xp,1, Idis)− δ(t, xp,2, Idis)

∥∥∥ 6 l
∥∥∥xp,1 − xp,2

∥∥∥ en Rn

tal que
∥∥∥xp

∥∥∥ � ∥∥∥δ(t, xp, Idis)
∥∥∥, ver Aguilar y col.

(2003).
Suposición básica 3

Sea un sistema perturbado como el mostrado en
Ec. (3) y sea la diferencia entre Ec. (2) en su forma
autónoma (g(xp) = 0) y Ec. (3), se dice que dicha
diferencia es uniformemente acotada tal que

Λ(x, xp, t) = − f (x) + f (xp)− g(x)u− δ(t, xp, Idis)∥∥∥Λ(x, xp, t)
∥∥∥ 6 h ∀h ∈ R > 0

(4)

Por lo que entonces el sistema Ec. (3) será nuestra
planta de seguimiento óptima. A través del siguiente
teorema se propone una ley de control tal que Ec. (1a)
sigue la trayectoria propuesta.
Teorema 1

Sean los sistemas no lineales ecs. (2) y (3),
ambos cumplen con las 3 suposiciones descritas
anteriormente. La ley de control Ec. (5) estabiliza
asintóticamente a la dinámica de error de seguimiento
e = x − xp, además la ley de control descrita en
Ec. (5) es robusta a perturbaciones si la matriz
de intercambio vista en la Ec. (6) es Hurwitz a
través de los vectores fijos de ajuste de ganancias
proporcional e integral (Kp y Ki, respectivamente) y
el valor máximo de g(xp) deseado.

u̇p = −KT
p ė−KT

i e (5)

A =

(
gKT

p g
KT

i 0

)
(6)

Prueba
La matriz de intercambio (ver: Ec (6).) se

define como la matriz de distribución de las ganancias
proporcional e integral sobre el sistema no lineal
representado en Ec.(2). Sea la derivada del error de
seguimiento:

e = x− xp

ė = ẋ− ẋp
(7)

Sustituyendo (2) y (3) en (7), se tiene que

ė = Λ(x, xp, t)− g(xp)up (8)
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= −  
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Fig. 3. Diagrama esquemático del control propuesto.

La ley de control Ec (5) sigue la misma estructura
que la mostrada en (Alvares y col., 1986; Alvares y
col., 1990), por lo que se sustituye por

ė = Λ(x, xp, t) + g(xp)(Kpe + w)
ẇ = Kie

Por lo que el sistema extendido es el siguiente

ε̇ = A(g(x))ε+ΛT (9)

Donde ΛT =
(
Λ(x, xp, t) 0

)T
y ε =

(
e w

)T
.

Por la suposición 1, la matriz A(xp) cumple lo
siguiente

A(xp) =

(
g(xp)KT

p g(xp)
KT

i 0

)
=

(
gKT

p g
KT

i 0

)
+Ω(xp)

Ω(xp) =

(
(q− v(xp))KT

p q− v(xp)
KT

i 0

)
(10)

Sustituyendo la Ec. (10) en la Ec. (9), se sigue que

ε̇ = Aε+ΛT (ε, t) +Ω(xp)ε (11)

Se propone la siguiente función candidata de
Lyaponov y su derivada baja las trayectorias del
sistema Ec. (11)

V(t) = εT Pε

V̇(t) = ε̇T Pε+ εT Pε̇

V̇(t) = (εT AT +ΛT (ε) + εT
Ω

T (xp))Pε

+εT P(Aε+Λ(ε) +Ω(xp))ε

(12)

Ya que A es Hurwitz por construcción entonces

V̇(t) = εT (AT P + PA)ε+ 2ΛT (ε)Pε+ 2εT
Ω

T (xp)Pε
(13)

Entonces AT P + PA = −Q, para toda matriz Q > 0.
Acotando superiormente Ec. (13) tal que

‖Ω‖ = max
t

∥∥∥Ω(xp(t))
∥∥∥ = M

b = 2hλmax {P} ,a = Mλmax {P}
(14)

Se sigue que

V̇(t) 6 −λmin {Q} ‖ε‖2 + b‖ε‖+ a‖ε‖2

6 −λmin {Q} ‖ε‖ (‖ε‖ −
b + a

λmin {Q}
)

Tal que sı́ λmin {Q} � b + a, el sistema tendrá una
última cota de estabilidad dada por la siguiente bola de
convergencia, en el sentido descrito por (Khalil, 2002).

Bε ,
{
‖ε‖ ∈ Rn : ‖ε‖ <

b + a
λmin {Q}

}
Por lo que el sistema es estable sobre una cota ultima
definida por la definición anterior.

4 Diseño del controlador robusto
para un fotobioreactor

En base a diferentes investigaciones anteriores, se
sabe bien que la velocidad de crecimiento microbiano
puede ser altamente perturbada en base a diferentes
cambios en las variables de diseño, como la intensidad
de iluminación, presión, temperatura, pH, entre otras
(Bernar, 2011). En Domı́nguez y col. (2009)
se propuso un experimento en donde se probó la
sensibilidad paramétrica de la microalga Spirulina
maxima. En base a estas investigaciones se propone un
estudio de simulación a partir del hecho que el sistema
puede presentar cambios paramétricos en cualquier
instante. Para el caso de simulación se propondrán
valores presentados en la Tabla 1; partiremos de uno
de ellos como el nominal, es decir éste será el sistema
de referencia, y se propondrá un control robusto tal
que el error de seguimiento sea asintótico, incluso en
presencia de incertidumbres en el modelo reflejadas en
cambios paramétricos. Se propone el siguiente sistema
de referencia.

ẋ =
0.027sx
25 + s

− 0.018x

ṡ = −
1

3.45
0.027sx
25 + s

− 0.018s + 3.09
(15)

El valor de 0.018 corresponde a la tasa de dilución
óptima calculada en base al criterio dinámico de
optimización, el cual es basado sobre el valor
estacionario de la dinámica de referencia. En este
trabajo se supone que dicha dilución optima es
contante y sin perturbaciones (Domı́nguez y col.,
2009). El valor de 3.009 de Ec. (15) corresponde
a la tasa de dilución óptima por la concentración de
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sustrato alimentado de la planta, el cual tiene unidades
de (mg/L*s).

El problema fundamental radica en encontrar y
escoger adecuadamente los valores de las matrices de
ganancia proporcional Kp e integral Ki, ası́ como el
valor de gp del sistema, talque la matriz de intercambio
A mostrada en la Ec. (6) sea Hurwitz y permita
encontrar una solución de la ecuación matricial de
Lyapunov AT P + PT A = −Q, como se mostró en el
Teorema 1. El valor propio de la matriz Q debe ser
lo suficientemente grande para una P > 0 simétrica y
arbitraria. Para este caso particular, el vector gp tiene
la siguiente estructura:

gp =

(
gp1
gp2

)
=

(
−x1,est
−x2,est + a4

)
=

(
−598

172.68

)
Kp =

(
kp1
kp2

)
Ki =

(
ki1
ki2

)
El vector gp de la Ec. (15) fue obtenido del análisis
dinámico en sentido de la Suposición 1, (ver Fig.
1). El cálculo de la matriz de intercambio A, es el
siguiente:

A =

(
gpKT

p gp
KT

i 0

)
=

 gp1kp1 gp2kp1 g1
gp1kp2 gp2kp2 g2

ki1 ki1 0


=

 −598kp1 −598kp1 −598
172.6kp2 1722kp2 172

ki1 ki1 0


Si se escoge Kp = [1 5]T y Ki = [1 1]T y la matriz de
alta ganancia Q = I ∗10000. La matriz de intercambio
A tiene los siguientes valores propios: (-2.07+6.06i,-
2.07-6.06i,-0.1003). Por lo que la matriz P > 0; dado
que todos sus valores propios son reales positivos, esto
es (223.55,35,9.5).

P =

 207 −14.6 −50.9
−14.6 10.93 0.79
−50.7 0.79 0.79


Con los valores de Kp y KI escogidos se asegura que
el error de seguimiento tendrá que ser asintóticamente
estable, ya que la matriz de intercambio A es Hurwitz
y se ocupó una matriz de alta ganancia Q en el cálculo
de la matriz definitiva positiva P, todo esto en el sentido
del Teorema 1. La simulación se desarrolla en lenguaje
Matlab Simulink, se plantea el problema de diseño de
una ley de control, la cual sea robusta a perturbaciones
paramétricas definidas anteriormente. Se plantea el
hecho de que el sistema a controlar debe seguir al de

referencia Ec. (15), con una ley de control uc, en base
a Teorema 1:

ẋ =
0.027sx
25 + s

− uc(t)x

ṡ = −
1

3.45
0.027sx
25 + s

− uc(t)s + 3.09

uc = e1 − 5e2 − (
∫

e1dt−
∫

e2dt)

(16)

Se plantean 1500 horas de simulación, dado que este
tipo de sistemas es lento, y se plantea que cada 500
horas el sistema cambia de parámetros de Monod,
(véase Tabla 1). Se agregó ruido de tipo gaussiano
para dar más realismo a nuestra simulación, dado que
la gran mayorı́a de sensores analógicos provocan este
tipo de ruido estocástico.

Es fácil notar que a través de la Figs. (4) y
(5) (ver al final de esta sección), el control cumple
con su función de dar robustez el sistema, dado que
aún a pesar de la presencia de ruido y perturbaciones
paramétricas, el sistema sigue de manera deseable
al sistema de referencia. Después de las 500
h de simulación, se presentan las perturbaciones
paramétricas, las cuales son rechazadas en tiempo real.
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Conclusiones

En este trabajo se presenta una potente aplicación de
la teorı́a de control en el uso en las ciencias de la
vida. Se demuestra, bajo el concepto de Lyapunov,
una ley de control de tipo PI aplicada a un tipo de
sistemas no lineales, que muestran las condiciones de
sintonización robusta para alcanzar una última cota de
estabilidad probada en la demostración del Teorema
1, esto para sistemas con estados estacionarios
conocidos. Aún a pesar de tener incertidumbres
paramétricas y ruido a lo largo del tiempo, el control
mostró una buena robustez a dichas distorsiones, como
se mostró en el ejemplo numérico en este trabajo.
Este tipo de control es idóneo para sistemas con
incertidumbre en el modelo matemático, en un caso
particular como en el diseño de biorectores.
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